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Resumen

Los origenes de la modelacién moderna de epidemias datan desde 1927, con
la propuesta de Kendrick y McCormick del modelo SIR (Susceptible,
Infectado

y Removido), Este enfoque ha impactado positivamente en el area de

la organizacion y control de epidemias.

En este trabajo se estudia el modelo SIR, asi como algunas de sus
modificaciones y se implementa un método para la solucién numérica del
sistema de ecuaciones diferenciales asociadas al modelo.

No todo modelo logra impactar en la comunidad cientifica, y esclarecer las
razones que hace posible que algunos si lo consigan, reviste cierta
Importancia.

Consideramos que la relevancia del modelo SIR se manifiesta desde diferentes
angulos, entre los que se destacan su simplicidad, su valor didactico, su
aplicacion a datos reales, su extension para el estudio de epidemias con
mecanismos mas complejos. Nuestro trabajo enfatiza en cada uno de estos
aspectos y aborda nuevas interrogantes que impone la realidad de las
epidemias de nuestro tiempo, al ejercicio de su modelacion. En particular,
proponemos un nuevo enfoque para la estimacion de los parametros del
modelo a partir de datos reales. Asimismo, se obtuvieron soluciones
numeéricas

para un modelo de epidemias asociadas a vectores y se discute la eficacia de
diferentes estrategias para su erradicacion.

En nuestra opinion, lograr romper las barreras que alejan la organizacién de
los modelos matematicos de los proveedores de salud pudiera revertirse en
tomas de decisiones mas justas y en la percepcion de una cultura
imprescindible en la

Era Informaética.

Abstract:

The origins of modern research on epidemics date back to 1927, with
Kendrick’s and McCormick’s “SIR” (Susceptible, Infected and Removed)
model, whose impact in both modeling and epidemic’s control is outstanding.
The present paper studied the dynamics of the SIR model and some of its



modifications. A numeric solution method is introduced for solving
differential equation system associated to the SIR model.

Not every model is capable of being accepted by the scientific community,
and to clarify the reasons why in certain cases it has been possible may be
relevant.

SIR model’s relevance can be regarded from different viewpoints, such as its
simplicity, its applicability to the study of r real data, the possibility to extend
it into epidemics with more complex mechanisms, as well as its didactic value.
Our work emphasizes each of them, and approaches some of the challenges
imposed to epidemics modelling in our time. In particular we propose a new
approach for parameter estimation from real epidemic data. In this study we
obtained numeric solutions for models of vector related epidemics and discuss
the efficacy of different eradication strategies.

In opinion, to break the barriers separating mathematic modelling from health
providers must be beneficial for decision making, as well as for acquiring a
needed culture at the age of informatics.

Introduccion:

A partir del afio 1950 la modelacion matematica ha sido utilizada en la
promocion efectiva de acciones de salud.

Los origenes de la organizacion de los modelos de epidemias, sin embargo;
cuenta con una historia més larga. Hace 80 afios Kendrick y McCormick
propusieron el mas importante de los modelos matematicos para epidemias
[1]. Aunque no se trate de un olvido total de ese trabajo durante sus primeros
50 afios (ver por ejemplo [2-3]), todo indica que su amplia difusion comenzé a
partir de 1979 con el desarrollo de nuevas herramientas computacionales [4-
9]. Muchas de las barreras que impedian que modelos de este tipo fuesen del
dominio de la comunidad médica se estan derrumbando. Este modelo,
conocido en la literatura como “SIR” (por sus siglas; Susceptible, Infectado y
Removido) ha impactado positivamente en el area de organizacion de modelos
y control de epidemias. En nuestra opinion, su relevancia se manifiesta desde
diferentes angulos, entre los que se destaca:

1. Su simplicidad. La cual se hace palpable en la sencillez de su estructura
pues sélo cuenta con tres eslabones en su cadena. Esto permite una facil
obtencidn de las ecuaciones que definen el sistema



2. Su valor didactico. Diferentes aspectos comunes a toda epidemia, como su
caracter explosivo, su naturaleza del tipo todo o nada, etc., pueden ilustrarse a
partir del tratamiento de este modelo.
3. Su aplicabilidad a datos reales. En la medida que un modelo refleja la
realidad, su utilidad es mayor y superior es la certeza de que lo que se obtiene
en el terreno de la organizacion de modelos, debe manifestarse en el curso de
una epidemia.
4. Su extensibilidad para el estudio de epidemias con mecanismos mas
complejos.
5. La posibilidad de estimar sus parametros.
6. Nuevas aplicaciones practicas basadas en el modelo
El presente, es un intento de valorar las virtudes del modelo SIR desde estos
diferentes angulos. En nuestra opinion, lograr romper las barreras que alejan la
organizacion de modelos matematicos de los proveedores de salud podria
revertirse en tomas de decisiones mas justas y en la comprension de una
cultura imprescindible en la era informatica.
1. Breve descripcién del modelo.
Segun el modelo SIR, un individuo susceptible (S) en contacto con un
infestado (1), tiene cierta probabilidad de transitar él mismo a la condicién de
infestado.
Por otra parte, la capacidad de infestar susceptibles no se mantiene siempre,
sino que desaparece al cabo de cierto tiempo. Ese fenémeno de "clarificacion”
(remocion R="removal), puede ocurrir por diferentes mecanismos, tales
como curso natural de la enfermedad con inmunidad adquirida, muerte
(comun en epidemias como Ebola, SARS), o cuarentena. Este modelo toma su
nombre (SIR) del esquema que lo representa:

S sl R (1)

Este esquema encuentra su representacion matematica en el siguiente sistema
dinamico:
ol
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S se asume que la poblacion es constante, entonces:



M=5++FR

Y bastaréa resolver las ecuaciones (2) y (3) para obtener la solucion completa
del sistema.

En este sentido, la sencillez de este modelo incluye no solamente la sencillez
del esquema matematico, sino también la sencillez y la excelencia de las ideas
que lo sustentan. Hasta una persona sin preparacion especial, sabe que las
enfermedades contagiosas se “pegan” y que al cabo de cierto tiempo la
enfermedad “pasa” y casi nunca afectara de nuevo al mismo individuo.

En organizacion de modelos matematicos, siempre habra un compromiso entre
hacer el modelo lo suficientemente sencillo como para que sea tratable
matematicamente y, por otra parte, hacerlo lo suficientemente abarcador como
para que refleje los elementos esenciales de un fenémeno.

Hasta las personas poco conocedoras saben que no todas las enfermedades
contagiosas siguen ese esquema, pero lo sorprendente de este modelo es la
gran cantidad de propiedades de una epidemia que pueden explicarse a partir
del tratamiento matematico del modelo SIR.

2 Interpretacion de las epidemias a partir del modelo.

La solucion del sistema (2-3) se obtiene al definir para cada momento de
tiempo el valor de las variables I (t) y S (t). Aun cuando se trata de un modelo
“simple”, no es posible obtener una solucion analitica del mismo. Incluso para
obtener soluciones analiticas bajo condiciones donde el problema matematico
se simplifica considerablemente, se requiere “...some elementary but tedious
algebra...” (4). Sin embargo, es posible también extraer informacién
importante acerca de una epidemia a partir de algunos calculos bastante
simples.

Asi, de la ecuacion (3), se tiene que para que se desencadene una epidemia; el
numero de infectados debe aumentar en su etapa inicial, por lo que:

oS0l —Rl=0
licts5n — By =0

De donde:

S0>5=p

(A la magnitud se le conoce como tasa de eliminacion relativa “relative
removal rate”)



Esto significa que la epidemia es un fenomeno umbral. Si en una comunidad
dada, se cumple que el nimero de susceptibles es mayor que Sy, en ese caso
ocurra una epidemia.

Desde el punto de vista practico, este resultado muestra que, disminuyendo la
poblacion de susceptibles (por ejemplo mediante la vacunacion) es posible
impedir el desencadenamiento de una epidemia.

Este resultado tedrico nos muestra que la vacunacién selectiva cuando no es
posible extenderla a toda la comunidad no es una opcidn impracticable, pues
el numero de susceptibles no tiene necesariamente que ser igual cero.

A diferencia de la solucién analitica, obtener una solucidn numérica para un
sistema de dos ecuaciones es relativamente facil (20 segundos de célculo en
una Pentium I1) en la figura # 1 mostramos una simulacion de una epidemia
real obtenida a partir de una solucién numeérica del sistema. En ese sentido, el
modelo SIR es un excelente apoyo para la comprension de los mecanismos de
una epidemia y las posibles vias para su control.
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Figura # 1. Ver texto
3. Aplicacion a datos reales

Es evidente que ninguna epidemia real ocurre segun un escenario tan simple.
La etiologia de los posibles vectores, factores climaticos, la estructura etarea
de la poblacidn, diferentes fases del curso de la enfermedad, etc., pueden
modular el desarrollo de una epidemia. Lo que resulta sorprendente es que un
modelo tan simple sea capaz de corresponderse con un gran numero de
situaciones reales [4,8].

Los propios autores del modelo SIR encontraron que bajo ciertas condiciones:
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Donde el nmero > * (lo que se corresponde a una epidemia “pequefia”) es
posible obtener una solucién analitica para la incidencia de “removidos” del
sistema

dE —asecteBt-c) ¢ ()

it
Curiosamente, esta aproximacion es buena, incluso para el caso de epidemias
que no pueden considerarse como pequefias. En particular, nuestro ajuste a
una curva de un brote en una escuela interna donde la mayoria de los
individuos se infestd (5), obtuvimos que el 95% de la varianza se explica si se
aproximan los datos observados a una funcion del tipo (5). Lo mismo parece
ser valido para el caso de algunas epidemias que no siguen el modelo SIR,
como el caso del dengue, donde la infestacion del vector y su interaccion con
el humano hacen mas complejo el modelo.
De esa manera, la aproximacion con la secante hiperbolica parece ser buena
para reproducir el curso temporal de la epidemia y también para obtener
estimados aproximados sobre los pardmetros del modelo.
Al aplicar este modelo para ajustar datos reales obtuvimaos que en un gran
numero de situaciones concretas los datos se describan satisfactoriamente en
este modelo.
De esta forma el modelo SIR permite obtener buenas aproximaciones a datos
reales de epidemias.

4. Modelacion de epidemias con mecanismos mas complejos.

En la literatura, es posible encontrar ejemplos de modelos de epidemias donde
se tratan de caracterizar uno u otro tipo de mecanismo de infestacion.

Asi, por ejemplo, en el modelo SEIR se diferencian susceptibles y latentes,
mientras que las tasas de natalidad y mortalidad se incorporan al modelo. En
ese caso el sistema dinamico que corresponde a un modelo SEIR es:
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En la literatura, se abordan con frecuencia modelos de diferentes grados de
complejidad, lo que se resume en la figura # 2
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Figura #2. Diferentes esquemas para modelos de epidemias.

.Modelos especificos, como el del dengue [10], representado en la figura # 3

se
han elaborado para diferentes enfermedades.
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Figura #3 esquema para la epidemia de dengue. Modificado a partir de [10]

Como se aprecia, la gran diversidad de modelos tiene en coman lo siguiente:
* Todos preservan en su “esqueleto” el modelo SIR.

* El planteo del modelo matematico se obtiene siguiendo la misma légica
utilizada en la implementacion del modelo SIR



Cuando los modelos adquieren cierta complejidad, sin embargo, se hace dificil
por una parte, obtener los parametros a partir de los datos y, por otra parte, el
tratamiento matematico se hace mas dificil. Posiblemente esto permite
explicar por qué los modelos particularmente complejos se utilizan
fundamentalmente para simular y no tanto para estimar.

En el otro extremo de la modelacién aparecen los modelos conducidos por
datos (“data-driven models™), donde la dindmica subyacente se obtiene partir
de un modelo autorregresivo no lineal de toda la serie temporal [8, 12].

Estos modelos son Utiles para cuando la enfermedad se hace endémica. La
combinacion de un enfoque basado en datos con una modelacion mecanicista,
potenciaria notablemente los estadios de epidemias.

En particular, nuestro grupo, utilizando técnicas de identificacion no lineal, ha
encontrado evidencias de bifurcaciones en la dindmica no lineal del sarampion
en la época anterior a la vacuna [11], lo que se corresponde con las
predicciones planteadas por otros autores para un modelo SEIR

5. Estimacion de parametros.

En el marco de un modelo SIR es relativamente facil obtener el
comportamiento del sistema dado un conjunto de pardmetros. La tarea inversa,
es decir, determinar los parametros del modelo a partir de datos observables
requiere de de una experiencia especial.

Dadas las actuales posibilidades de los métodos de computo, es posible
implementar un método que ajuste la solucion dados unos parametros, a un
grupo de datos reales. Esa opcion no aparece implicita en ninguno de los
paquetes estadistico conocidos, ni en los sistema de solucién de ecuaciones
diferenciales.

No obstante, su implementacion es facil de lograrse. Mediante el ajuste de
datos a la expresion de secante hiperbolica propuesta por Kendrick y
McCormick es posible estimar algunos parametros importantes de la epidemia.
La combinacion de métodos numericos con técnicas de optimizacion
permitiria estimar el conjunto de parametros del sistema dinamico que mejor
representa los datos. Una tarea de ese tipo es alcanzable, dado el actual
desarrollo de las técnicas numéricas [8, 13].

6. Nuevas aplicaciones practicas basadas en el modelo.

En esta seccidn se describe una metodologia propuesta por nuestro grupo para
la prediccion del curso de una epidemia.



Una de los resultados mas interesantes del tratamiento matematico del modelo
SIR es la prediccion de que, bajo ciertas condiciones estimablemente
aceptables es posible predecir la frecuencia de remocién (removal rate dR/dt)
mediante la expresion:

dR /dt=A*sech2(B*t-C)

Donde A, B, C son constantes y t es el tiempo.

Entre las caracteristicas mas notables de esta funcion se destacan: su simetria,
y el hecho de que el valor maximo se obtiene cuando el argumento de la
cotangente hiperbolica se iguala a cero. Eso ocurre cuando T pico=C/B

En condiciones de adecuado monitoreo de la epidemia dR/dt equivale a la
incidencia de casos, pues en esas condiciones el paciente se hospitaliza o se
somete a cuarentena.

En particular, Murray trata el ejemplo de la epidemia de peste en Bombay en
1905-1906.

La figura 4 reproduce los datos registrados semanalmente de la figura 19.2 del
texto de Murray [4].
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Fig. 6. Datos de una epidemia de peste en Bombay [4].

Segun Murray, los siguientes parametros se ajustan adecuadamente a los
datos: A=890

B=0.2

C=34

Como se aprecia, el valor maximo se corresponde a C/B=3.4/0.2=18, lo que
parece ser una aproximacion estimable.

Al evaluar los parametros mediante un algoritmo de optimizacion, por el
método de Gauss Newton (Grave et al, 1991), obtuvimos los siguientes
valores para cuando se incluyeron los datos de las 30 semanas:

A=865 (3%)

B=0.2 (0%)

C=3.2 (6%)



Como se observa, existe una gran concordancia entre las dos estimaciones.
Los resultados, como es de esperar, dependen fuertemente del nimero de
puntos que se usen para la estimacion. Esos resultados se han reflejado en la
Tabla I.

Tabla I. Dependencia de los pardmetros del modelo respecto al nimero de
puntos que se incluyan para la estimacion.

M A B C tpico
30 865 0z 3.2 16
19 848 0.2 2.95 15
15 882 0.2 3.6 18
g 152 0.2 2.66 13
5] 26 0.3 1.68 h.6

Como se aprecia de la tabla I, con la mitad de los puntos de la onda es posible
obtener buenos estimados de los parametros. Cuando se toma el 25% de los
puntos iniciales de la onda, se aprecia que el valor del pico de incidencia

esta muy distorsionado, cayendo hasta menos del 4 por ciento de su valor real.
No obstante, en esas condiciones se obtienen buenos estimados de los
componentes que caracterizan el curso temporal de la epidemia.

Utilizando solamente 6 puntos la correspondencia con la realidad se
distorsiona notablemente.

Mas adelante proponemos un método que permite obtener estimados
plausibles de los parametros de la epidemia utilizando un namero pequefio de
puntos de la fase inicial.

Por definicion, la cosecante hiperbolica es el inverso del coseno hiperbdlico,
por lo que la expresion (1) puede representarse como:

dR/dt=A/(cosh2(B*t-C)) (2)

Para comodidad del analisis ulterior, representamos dR/dT=Y, representando
con Y la incidencia de la enfermedad.

Y (t)=AJ(cosh2(B*t-C)) (3)

La aproximacién del coseno hiperbdlico con serie de Taylor indica que
Cosh(x)=1+x2/2! + X4/4! +...

La expresidn reciproca de (3) nos sugiere



(1/Y(t))= (cosh (B*t-C))2 / A

(1/Y(0))1/2= (cosh (B*t-C)) / AL/2 =~ A-1/2 * (1+(1/2)* (B*t-
C)2+(L/24)*(B*t-C)4)
(4)

A partir de (4) se hacen las siguientes aproximaciones.
Por cuanto C>1, B<0, se justifica, para valores pequefios de t, eliminar el 1 en
el polinomio de la expresion (4), por lo que

(LY (0)1/2 =~ A-1/2 *(B*t-C)2 *((1/2) +(1/24)*(B*t-C)2) (5)

Para valores pequerios de t debe cumplirse t<0.5C/B, mientras que C<24, para
la mayoria de las situaciones reales. Por lo que la expresion entre paréntesis
debe ser mayor de 0.5, pero no mayor de 1, por lo que ese miembro puede
tomarse como proximo a la unidad, de modo que ((1/Y (t))1/4)=~ K*(B*t-C)

(6)

De esta manera, para valores iniciales de la epidemia debe existir una relacién
aproximadamente lineal entre la raiz cuarta del reciproco de los datos de
incidencia y el tiempo. Debe cumplirse ademas que la relacion entre los dos
coeficientes de la ecuacion deba ofrecer un estimado del momento pico de la
epidemia.

Esta relacion lineal no debe extenderse hasta el momento del pico, pero la
funcidn lineal evaluada en algun punto anterior al maximo debe brindar un
buen estimado del valor maximo de incidencia.

Comportamiento de datos reales.
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Figura 7. llustracion del método. Datos de la figura 6.



Como se aprecia de la figura 7, donde se transformaron los datos de la figura
6, los primeros puntos se aproximan a una funcién lineal, con pendiente
aproximadamente igual a 0.038 e intercepto igual a 0.65. La relacion de los
parametros predice un valor méximo de 0.65/0.038=17 semanas, cercano al
valor obtenido con todos los datos, mediante el método clésico (16 semanas).
El valor maximo (minimo en esta grafica de reciprocos se obtiene al extrapolar
la recta a un valor de 12 semanas). Lo que significa el 75% del momento pico
estimado.

Aplicando este método se obtiene un valor para el maximo de la epidemia de
625 casos por semana, lo cual se acerca al 72% del estimado original. Como se
aprecia de la gréafica, usando los primeros dias de la epidemia, es posible
obtener la recta a partir de la cual se predicen las caracteristicas de la misma.

Datos de dengue. Epidemia de santiago de cuba (1997) [14]
Como se observa en la figura 8, el método fue capaz de predecir el momento

del pico de esta epidemia. Se obtuvo asimismo una prediccion satisfactoria
para el nUmero de casos en el pico.
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Figura 8. Datos de dengue en Santiago de Cuba [14]
Como se aprecia, el método puede ser Gtil para evaluar la severidad de una
epidemia gque esta en marcha.

Conclusiones

 El modelo SIR es plausible y simple tanto en las ideas de su mecanismo
basico como en su formulacion matematica.

* Propiedades importantes de las epidemias, como su caracter umbral, la
manera explosiva en que ascienden, etc. pueden ser explicadas a partir del
modelo SIR.



 El modelo es capaz de reproducir datos de disimiles epidemias, en particular,
la solucidn simplificada con una funcidn secante hiperbdlica, se ajusta a
conjuntos de datos reales.

» Mediante las adaptaciones correspondientes, el modelo puede extenderse al
caso de epidemias con mecanismos mas complejos, como ocurre con
epidemias inducidas por vectores.

» Mediante técnicas de aproximacion de funciones es posible estimar los
parametros que caracterizan una epidemia.

 La metodologia propuesta, que se basa en una extension del modelo SIR,
permite predecir el curso de una epidemia a partir de los datos iniciales.
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